
 
Α1. Σχολικό βιβλίο σελ.76 θεώρημα ενδιαμέσων τιμών 

Α2. Σχολικό βιβλίο σελ.155 Ορισμός 

Α3. Σχολικό βιβλίο σελ.216 

Α4. 

α) Σ  β)Σ  γ)Λ  δ)Λ  ε)Σ 

 

ΘΕΜΑ Β  

Β1  

Για να ορίζεται η ℎ πρέπει ℎ(𝑥) ≠ 0. Είναι  

ℎ(𝑥) = 0 ⇔  √𝑥 =
1

√𝑥
⇔ 𝑥 = 1. 

Άρα 𝐷𝑓 = (1, +∞). Ο τύπος της 𝑓 είναι  

𝑓(𝑥) =
𝑔(𝑥)

ℎ(𝑥)
=

√𝑥 +
1

√𝑥

√𝑥 −
1

√𝑥

=
𝑥 + 1

𝑥 − 1
 

Επίσης, 𝐷𝑟 = 𝐷𝑔ℎ = 𝐷𝑔 ∩ 𝐷ℎ = [1, +∞) και ο τύπος της είναι  

 𝑟(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) =  (√𝑥 +
1

√𝑥
) (√𝑥 −

1

√𝑥
) = (√𝑥)

2
− (

1

√𝑥
)

2

= 𝑥 −
1

𝑥 
 

Β2  

Η 𝑓 είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο (1, +∞) με  

                                                          𝑓′(𝑥) =
(𝑥+1)′(𝑥−1)−(𝑥+1)(𝑥−1)′

(𝑥−1)2 = −
2

(𝑥−1)2 < 0 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 ∈ (1, +∞).  

 

Άρα η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο (1, +∞) άρα και 1-1, επομένως αντιστρέφεται. 

Αφού η 𝑓 είναι συνεχής συνάρτηση, το πεδίο ορισμού της αντίστροφης 𝑓−1 είναι το σύνολο τιμών της 𝑓. 

Είναι  

𝑓((1, +∞)) = ( lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥), lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥)) = (1, +∞), 

αφού lim
𝑥→+∞ 

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥+1

𝑥−1
= lim

𝑥→+∞

𝑥

𝑥
= 1  και  



 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+1+

𝑥 + 1

𝑥 − 1
= +∞ 

διότι 𝑥 − 1 > 0 όταν 𝑥 → 1+. 

Για τον τύπο της αντίστροφης, λύνουμε ως προς 𝑥 την εξίσωση 

𝑓(𝑥) = 𝑦 ⇔
𝑥 + 1

𝑥 − 1
= 𝑦 ⇔ 𝑥 =

𝑦 + 1

𝑦 − 1
, 𝑦 ≠ 1 

Άρα ο τύπος της αντίστροφης είναι 𝑓−1(𝑥) =
𝑥+1

𝑥−1
= 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ (1, +∞). 

 

Β3  

Η 𝑟(𝑥) είναι συνεχής στο 𝐷𝑟 = [1, +∞) άρα δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες.  

Υπολογίζουμε  

lim
𝑥→+∞

𝑟(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 −
1

𝑥
) = +∞, 

επομένως δεν έχει οριζόντιες ασύμπτωτες.  

 

Ελέγχουμε για πλάγιες ασύμπτωτες:  

lim
𝑥→+∞

𝑟(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞

𝑥 −
1

𝑥

𝑥
=  lim

𝑥→+∞
1 −

1

𝑥2
= 1 

και  

lim
𝑥→+∞

(𝑟(𝑥) − 𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 −
1

𝑥
− 𝑥) = lim

𝑥→+∞
−

1

𝑥
= 0  

 

Άρα η 𝑦 = 𝑥 είναι πλάγια ασύμπτωτη (δεν ελέγχουμε για 𝑥 → −∞ λόγω του πεδίου ορισμού). 

 

Β4  

 Γνωρίζουμε ότι 𝑓−1(𝑓(𝑥)) = 𝑥, επομένως  

(𝑓−1(𝑓(𝑥)))
2

= 1 + 4𝑟(𝑥) ⇔ 𝑥2 = 1 + 4𝑟(𝑥) ⇔ 4 (1 −
1

𝑥
) + 1 = 𝑥2 ⇔ 𝑥3 − 4𝑥2 − 𝑥 + 4 = 0          

Οι πιθανές ρίζες είναι οι διαιρέτες του σταθερού όρου 4: ±1, ±2, ±4. 



 
Βλέπουμε ότι το 1 είναι προφανής ρίζα και κάνοντας σχήμα Horner, η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα  

(𝑥 − 1)(𝑥2 − 3𝑥 − 4) = 0. 

της οποίας οι ρίζες είναι οι 𝑥 = 1, 𝑥 = 4 και 𝑥 = −1.  

Οι ρίζες 𝑥 = −1 και 𝑥 = 1 απορρίπτονται διότι δεν ανήκουν στο πεδίο ορισμού. Άρα η λύση είναι 𝑥 = 4 . 

 

ΘΕΜΑ Γ 

 

Γ1)  

Η f είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της [0, +) άρα είναι συνεχής και στο x0 =2. 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2−

(−2𝑥 + 4 + 𝑒𝜆) = −4 + 4 + 𝑒𝜆 = 𝑒𝜆 

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

(−𝑥2 + 4𝑥 − 3 + 𝜆) = −4 + 8 − 3 + 𝜆 = 1 + 𝜆 

Πρέπει και αρκεί 𝑒𝜆 = 1 + 𝜆𝑒𝜆 − 𝜆 − 1 = 0 

Προφανής λύση η λ=0 είναι μοναδική αφού ισχύει η βασική ανισοτική σχέση  𝑒𝜆 ≥ 𝜆 + 1 και η ισότητα 

ισχύει μόνο στο 0 

Γ2) Η f είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της [0, +) 

f’(x)={
−2, 0 < 𝑥 < 2
−2𝑥 + 4, 𝑥 > 2

 

Για x>2: 

𝑓′(𝑥) = 0 − 2𝑥 = −4𝑥 = 2 𝛼𝜋𝜊𝜌ί𝜋𝜏𝜀𝜏𝛼𝜄  

𝑓′(𝑥) > 0 − 2𝑥 > −4𝑥 < 2 𝛼𝜋𝜊𝜌ί𝜋𝜏𝜀𝜏𝛼𝜄  

𝑓′(𝑥) < 0 𝑥 > 2  

 

Έχουμε 𝑓′(𝑥) < 0 x(0,2) (2,+) και η f είναι συνεχής στο [0,+) και στο x0 =2. Άρα η f είναι φθίνουσα στο 

[0,+). 

Η παρουσιάζει ολικό μέγιστο το 𝑓(0) = 5 στην θέση x1=0 

Γ3)  

α) η f είναι συνεχής στο [0,3] 



 
η f είναι παραγωγίσιμη στο (0,2)(2,3) 

Εξετάζουμε την παραγωγισιμότητα  στο 2. 

Έχουμε: 

 

• lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
= lim

𝑥→2−

−2𝑥+5−1

𝑥−2
= lim

𝑥→2−

−2𝑥+4

𝑥−2
lim

𝑥→2−

−2(𝑥−2)

𝑥−2
= −2 

• lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
= lim

𝑥→2+

𝑥2+4𝑥−3−1

𝑥−2
= lim

𝑥→2+

𝑥2+4𝑥−4

𝑥−2
= lim

𝑥→2+

−(𝑥−2)2

𝑥−2
= 0 

 

Το -20 άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 2. Δεν ισχύουν οι προυποθέσεις του ΘΜΤ. 

Γ3) 

β)  

Είναι λΔΕ=
𝑓(3)−𝑓(0)

3−0
=

0−5

3
=  −

5

3
 

Εξετάζουμε αν υπάρχει ξ(2,3) τέτοιο ώστε  

𝑓′(𝜉) = −
5

3
-2ξ+4=−

5

3
-2ξ= −

5

3
−

12

3
− 2𝜉 = −

17

3
ξ=

17

6
> 2 

Δεκτό 

 

Γ4) 

Έχουμε y’(t)=0,5 μον/sec 

Είναι εφω=
𝛢𝛭

𝛰𝛢
=

𝑦

2
 

Ως προς t: εφω(t)= 
𝑦(𝑡)

2
 

Παραγωγίζω και έχω: (1+εφ2ω(t))ω΄( t)= 
𝑦′(𝑡)

2
 

Την t=t0: y(t0)=1, x(t0)=2, y’(t0)=0,5 

εφω(t0)= 
𝑦(t0)

2
=

1

2
 

άρα ω(t0)=
΄0,5

2

1+(0,5)2 =
0,25

1+0,25
= 0,2 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐 

 



 
 

Θέμα Δ 

Δ1.  f συνεχής και παραγωγίσιμη   στο (0,+∞)  

 

f’(x)=(
𝑙𝑛𝑥+𝛼𝑥

𝑥
)’ =

(𝑙𝑛𝑥+𝛼𝑥)′∙𝑥−(𝑙𝑛𝑥+𝛼𝑥)∙(𝑥)′

𝑥2  = 
(

1

𝑥
+𝑎)∙𝑥−(𝑙𝑛𝑥+𝑎𝑥)

𝑥2  = 
1+𝑎𝑥−𝑙𝑛𝑥−𝑎𝑥

𝑥2  = 
1−𝑙𝑛𝑥

𝑥2  ,  x > 0 

 

 

f’(x)=0 ⇔ 
1−𝑙𝑛𝑥

𝑥2  =0 ⇔ 1-lnx=0 ⇔ lnx=1 ⇔ x=e 

 

 

f ↑ στo (0,e] και f ↓  στο [e,+∞) 

H f παρουσιάζει στο x=e ολικό μέγιστο το f(e)= 
𝑙𝑛𝑒+𝑎∙𝑒

𝑒
 ⇒ f(x)≤

1+𝑎∙𝑒

𝑒
  για κάθε x∈(0,+∞) 

Από το σύνολο τιμών της f έχουμε ότι f(x) ≤ 1 + 
1

𝑒
   για κάθε x∈(0,+∞) 

Οπότε πρέπει 
1+𝛼∙𝑒

𝑒
 =1+

1

𝑒
 ⇔ 

1

𝑒
 + α=1+ 

1

𝑒
 ⇔ α=1 

 

Δ2. 

Ορίζω f(x)= 
𝑙𝑛𝑥+𝑥

𝑥
 στο [

1

2
, 1] c (0,+∞)  

f συνεχής στο [
1

2
, 1] 

f(
1

2
)= 

𝑙𝑛
1

2
+

1

2
1

2

 = 
−𝑙𝑛2+

1

2
1

2

 =-2ln2+1= -ln4+lne =ln
𝑒

4
 <0 

 

f(1)= 
𝑙𝑛1+1

1
 = 1 > 0  

άρα f(
1

2
)∙f(1)<0 , οπότε από θεώρημα Bolzano , υπάρχει τουλάχιστον ένα x0∈(

1

2
, 1) τέτοιο ώστε f(x0)=0 

 

η f είναι γνησίως μονότονη στο (
1

2
, 1) c(0,e] άρα και 1-1, οπότε η x0∈(

1

2
, 1) είναι η μοναδική ρίζα της f στο 

(0,e]. 

 

H f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο [e,+∞) άρα  

f ([e,+∞))=( lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥), f(e) ]= (1, 1+
1

𝑒
] 



 
 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)= lim
𝑥→+∞

(
𝑙𝑛𝑥+𝑥

𝑥
) 

∞

∞
=

𝐷𝐿𝐻

 lim
𝑥→+∞

(𝑙𝑛𝑥+𝑥)′

(𝑥)′
 = lim

𝑥→+∞

1

𝑥
+1

1
 =1 

 

Eφόσον 0∉f ([e,+∞)), η f(x)=0 είναι αδύνατη στο [e,+∞) 

Συνεπώς η x0∈(
1

2
, 1) είναι η μοναδική ρίζα της f(x)=0. 

 

Δ3. 

ι) Στο [e,+∞) 

f(x)=f(4) ⇔x=4 προφανής ρίζα  

και η f γνησίως μονότονη , άρα και 1-1 στο [e,+∞)                x=4 μοναδική ρίζα της f(x) =f(4) στο 

[e,+∞) 

   

Στο  (0,e] 

έχουμε f(2)=
𝑙𝑛2+2

2
 

και f(4)= 
𝑙𝑛4+4

4
 = 

2𝑙𝑛2+4

4
 =

𝑙𝑛2+2

2
 

 

άρα f(2)=f(4) 

οπότε f(x)=f(4) έχει ρίζα την x=2  

και f γνησίως μονότονη, άρα και 1-1 στο (0,e]                              x=2 μοναδική ριζα της f(x)=f(4) στο 

(0,e] 

ΙΙ)  2Χ ≤ x2  στο (0,+∞) 

⇔ ln2x≤ lnx2 ⇔ xln2≤2lnx 
𝑥 > 0

⇔
⬚

 
𝑙𝑛2

2
 ≤ 

𝑙𝑛𝑥

𝑥
 ⇔ 

𝑙𝑛𝑥

𝑥
 +1 ≥ 

𝑙𝑛2

2
 +1 ⇔f(x) ≥

𝑙𝑛2+2

2
 x∈(0,+∞) 

 

στο (0,e] 

f(x) ≥ 
𝑙𝑛2+2

2
 ⇔f(x)≥f(2) ⇔ f γνησίως αύξουσα  ⇔ x≥2  άρα x∈[2,e] 

 

 

στο [2,+∞) 

f(x) ≥ 
𝑙𝑛2+2

2
 ⇔f(x)≥f(4) ⇔ f γνησίως φθίνουσα   ⇔ x≤4  άρα x∈[e,4] 

 

Συνεπώς x∈[2,4] 

 

Δ4. 

g(x)=f(ex)∙
1−𝑥

𝑒𝑥   

E (Ω) =∫ |𝑔(𝑥)|
0

−𝑙𝑛2
𝑑𝑥= ∫ |𝑔(𝑙𝑛𝑢)|

1
1

2

𝑑𝑢

𝑢
 

 



 
θέτω   x=lnu ⇔ 

(x)’dx=(lnu)’du 

        dx=
1

𝑢
 du 

x=-ln2 → u=
1

2
 

x=0 → u=1 

 

 

 

=∫ |𝑓(𝑢) ∙
1−𝑙𝑛𝑢

𝑢
|

1
1

2

𝑑𝑢

𝑢
 = ∫ |𝑓(𝑢) ∙

1−𝑙𝑛𝑢

𝑢2 |
1

1

2

𝑑𝑢

𝑢
 ⇔ E(Ω)= ∫ |𝑓(𝑢) ∙ 𝑓′(𝑢)|

1
1

2

du 

 

 

f’(u)>0  για κάθε u∈[
1

2
,1] c(0,e) 

 
1

2
 ≤ u ≤ x0 ⇔ f γνησίως αύξουσα ⇔  f(u)≤f(x0) ⇔ f(u)≤0 ⇔|f(u)|=-f(u) 

 

x0 ≤ u ≤ 1 ⇔ f γνησίως αύξουσα ⇔  f(u)≥f(x0) ⇔ f(u)≥ 0 ⇔|f(u)|=f(u) 

 

 

Άρα Ε(Ω) =− ∫ (
1

2
𝑓2(𝑢))′

𝛸0
1

2

du + ∫ (
1

2
𝑓2(𝑢))′

1

𝑥0
du = - [

1

2
 𝑓2(𝑢)]1

2

𝑥0   + [
1

2
 𝑓2(𝑢)]𝑥0

1  =   

=-  
1

2
 f 2(x0)+ 

1

2
 f 2(

1

2
)+ 

1

2
 f 2(1)-  

1

2
 f 2(x0)    

𝑓(𝑥0)=0
=

   
1

2
 f 2(

1

2
)+ 

1

2
 f 2(1) = 

1

2
 (1-2ln2)2 + 

1

2
 12= 

1

2
 (2-4ln2+4ln22) τμ 
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